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Projet RIMEL

ANR-06-SETI-015
Equipe MOSEL, LORIA, Université Henri Poincaré Nancy 1
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1.1 Introduction
Le développement incrémental dirigé par la preuve de systèmes informatiques vise à mettre en œuvre la
démarche de correction par construction (correct-by-construction)[20] dans le cadre de systèmes qui sont à
logiciels prépondérants. Cette construction repose sur l’écriture de modèles événementiels dans le langage
de modélisation EVENT B et la progression de la construction est fondée sur le raffinement qui permet de
préciser de plus en plus ce qui sera un modèle final. Cette démarche progressive est validée par la relation de
raffinement mais aussi par la preuve mathématique de conditions de vérification permettant de garantir que
le modèle concret satisfait les mêmes propriétés que le modèle abstrait. La démarche générale consiste donc
à expliciter un modèle abstrait qui répond bien au problème posé et que le concepteur va progressivement
modifier pour le rendre de plus en plus proche de la solution finale visée. Cette solution finale peut être un
algorithme séquentiel, un algorithme réparti ou un système à logiciel prépondérant. Si l’histoire commence
ainsi pour ce livrable, le contexte est différent pour la suite.
Ce rapport dresse le bilan du travail sur les problèmes posés par l’intégration d’hypothèses probabilistes
dans un développement fondé sur le raffinement. Il apporte quelques points de progrès mais un travail
encore important reste à mener et ces progrès sont possibles dans la mesure où l’expression du temps
dans le développement incrémental est réaliste et réalisé notamment dans la tâche 2 et le livrable 2[5]
de ce projet. La thèse [34] de Joris Rehm apporte des éléments qu’il faudra sans doute développer et
qui sont déjà très largement utilisés par la communauté EVENT B . Le point de départ de ce travail est le
développement [3, 11, 14] prouvé et incrémental de l’algorithme d’élection du leader utilisé dans le standard
IEEE 1394 parfois appelé FIREWIRE. Le développement de l’algorithme conduit à proposer la résolution
de la contention qui constitue une configuration possible de non-terminaison de cet algorithme. En effet,
l’utilisation de model checkers comme UPPAAL conduit à exhiber une suite infinie de configurations de
cette sorte. Cette suite infinie ayant une probabilité infime d’arriver, cela nous conduit à conclure à la
terminaison de l’algorithme et à l’élection du leader. Notre travail a été motivé par les travaux de Caroll
Morgan et Annabel McIver [24] qui ont été instanciés dans le cadre du formalisme EVENT B lors de la
parution de l’article [29]. Poursuivant ce travail, Stefan Hallestede et Thai Son Hoang [13] proposent une
substitution probabiliste dans le cadre de EVENT B , en conservant la philosophie de développement de ce
formalisme par préservation des concepts passés.
Une des idées développées dans le cadre de ce projet est celle de patron de conception prouvé et cette
idée se fonde sur des observations faites au cours des études de cas réalisées pour construire des modèles
de systèmes. Jean-Raymond Abrial[2] a souligné l’intérêt d’une telle démarche capable de capitaliser des
preuves parfois difficiles mais qui sont réutilisables dans d’autres dévelopements.
Pour ce livrable, nous faisons le point sur les travaux menés par les collègues de Bordeaux sur les algo-
rithmes probabilistes et sur quelques solutions apportées pour prendre en compte les probabilités dans le
développement incrémental et prouvé. Ce document apporte beaucoup de questions qui ne sont pas encore
complètement résolues et nécessitera d’être poursuivi dans un groupe associant les spécialistes du LABRI
pour les aspects algorithmique probablistique et les spécialistes de EVENT B pour les aspects EVENT B .
Notre travail a consisté à analyser les algorithmes probabilistes et à poursuivre l’exemple de l’élection du
leader pour prendre en compte les probabilités dans le développement. La tâche a permis aussi de considérer
quelques exemples de tels algorithmes afin de mesurer les besoins.

1.2 Intégration des aspects probabilistes dans le développement incrémental
prouvé EVENT B

1.2.1 Challenge du B probabiliste
Le calcul de raffinement de Back [8, 7, 9] repose sur la sémantique par transformateurs de prédicats. La re-
lation de raffinement a v b est interprétée par l’expression logique suivante: ∀ϕ.ϕ ∈ L ⇒ [a]ϕ⇒ [b]ϕ où
[c]ϕ est la weakest precondition de c par rapport à ϕ. Le travail de Caroll Morgan et Annabelle McIver [24]
s’appuie en premier lieu sur une extension du calcul des plus faibles préconditions dans un cadre prob-
abiliste. Dans le cas du calcul des préconditions classiques, le transformateur de prédicats exprime un
programme comme une transformation d’une postcondition en une précondition suffisante pour atteindre
ces postconditions. L’idée est d’utiliser une notion plus générale qu’une condition comme une situation
qui apporte des éléments permettant d’atteindre un état ou des états après l’exécution d’un programme.
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Le terme anglais utilisé est une pre-expectation. Ainsi, le langage des probabilités est introduit dans le
raisonnement sur les actions et les programmes en considérant une transformateur de prédicats appliqués à
ces cas. On parlera de transformateurs de prédicats probabilistes. Puisque la méthode B est fondée sur le
calcul des transformateurs de prédicats, il est donc assez immédiat d’appliquer cette extension pour traiter
les programmes probabilistes dans un cadre EVENT B adapté intégrant cette extension. Le challenge [29]
du EVENT B probabiliste est donc posé. Comme nous l’avons souligné auparavant, les études de cas sont
importantes et Morgan et al [29] considère l’algorithme probabiliste d’exclusion mutuelle de Rabin [33]
comme illustration des éléments du problème posé par ces algorithmes. Cet algorithme fonctionne comme
suit; il utilise trois variables partagées: un sémaphore assure la propriété d’exclusion mutuelle, un nombre
loterie résout la question de compétition et une autre variable résout les questions liées à la compétition. Le
nombre loterie suit une loi de Bernouilli et de ce fait la probabilité de choisir k est 1/2k et a la propriété que
la probabilité d’avoir plus d’un processus ayant choisi le maximum est bornée par une constante. Finale-
ment, la probabilité d’entrer en section critique est de 1/N où N est le nombre de processus en compétition.
Cet exemple est décrit dans le cadre d’une interprétation probabiliste du langage EVENT B et le raffinement
est analysé dans ce cadre. Il s’agit de poser le problème du développement d’un tel algorithme dans le cadre
de EVENT B .

1.2.2 Vers un EVENT B probabiliste
A la suite de ce travail, Hallestede et Hoang [13] ont envisagé de prendre en compte la modélisation prob-
abilsite dans le langage EVENT B en veillant à faire une extension conservative du cadre EVENT B . Ce
travail introduit les conditions de vérification propres à la notion de terminaison presque certain. Le point
délicat est d’exprimer dans une condition de vérification, le fait que la convergence d’un événement nou-
veau est dominée par une valeur donnée. Tout nouvel événement ne doit pas augmenter la borne supérieure
bornant le système en développement. Enfin, les choix possibles pour faire décroı̂tre une variable associée
à la convergence du système doivent être en nombre fini.
Pour résumer les conditions de vérifications ajoutées, nous considérons un événement ea raffiné par un
événement ca.

EVENT ea
ANYt

G(t, v) WHERE
S(t, v)

END

EVENT ca
ANYt

H(t, v) WHERE
T (t, v)

END

I(v) v v′ I(x′)

J(v, w) w w′ J(v′, w′)
?

-ae(v,v′)

?

6

-ce(w,w′)

6

La condition de vérification classique est:

I(v) ∧ J(v, w) ∧ BA(ce)(w,w′) ⇒ ∃v′.(BA(ae)(v, v′) ∧ J(v′, w′))

I(v) ∧ J(v, w) ∧ H(u, v) ∧ T (u, w,w′) ⇒ ∃t, v′.(G(t, v) ∧ S(t, v, v′) ∧ J(v′, w′))

Un nouvel événement est supposé raffiner skip mais aussi ne pas produire une divergence dans le nouveau
modèle et donc le variant V doit être borné.

I(v) ∧ J(v, w) ∧ H(u, v)/⇒ V (w) ∈ N
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I(v) ∧ J(v, w) ∧ H(u, v) ∧ T (u, w,w′) ⇒ V (w′) < V (w)

Les deux conditions ci-dessus constituent des conditions de convergence pour les nouveaux événements et
cette convergence doit être assurée aussi pour le cas des modèles probababilistes EVENT B . Une première
observation conduit à noter qu’une action probabiliste a le même effet par rapport à la préservation de
l’invariant: le comportement est démoniaque. Pour ce qui est de la preuve de décroissance de V , la condition
de vérification est exprimée comme suit:
L’action T (u, w,w′) peut décroı̂tre le variant V (w) dans le sens angélique:

I(v) ∧ J(v, w) ∧ H(u, v) ⇒ (∃w′.T (u, w,w′) ∧ V (w′) < V (w))

Pour la convergence presque certaine, les auteurs imposent que le variant soit borné pour tous les événements,
par une valeur U(w):

I(v) ∧ J(v, w) ∧ H(u, v) ⇒ (V (w) < U(w))

Cette borne doit aussi décroı̂tre pour tous les événements de la machine concrète:

I(v) ∧ J(v, w) ∧ H(u, v) ∧ T (u, w,w′) ⇒ (U(w′) < U(w))

Enfin, la probabilité minimale des actions satisfaisant les conditions précédentes ne doit pas être nulle et il
est imposé la finitude des choix possibles pour w′:

I(v) ∧ J(v, w) ∧ H(u, v) ⇒ finite({w′|T (u, w,w′)})

Cette dernière condition est rencontrée dans tous les exemples traités, notamment l’élection du leader où
in fine seuls deux processus sont en compétition pour le leadership. L’idée est de proposer un traitement le
plus simple possible par rapport au traitement du raffinement probabiliste dans un contexte EVENT B par
une simple adaptation des conditions énoncées précédemment et si on peut introduire des événements prob-
abilistes qui raffinent des événements non-déterministes, il devient complexe d’appliquer le raffinement
probabiliste tel qu’il est défini par C. Morgan sans conduire à des modifications importantes de EVENT B et
des outils.

1.2.3 Analyse d’une solution
La question de la prise en compte des algorithmes probabilistes provient de l’étude [3] de cas du développement
correct incrémental du protocole d’élection du leader de l’IEEE 1394. Dans cette étude, il est clair que le
modèle final satisfaisait une propriété de sûreté sur la progression possible des calculs et qu’il indiquait
qu’une forêt convergeait vers un arbre mais que ces calculs pouvaient conduire à une situation dite de con-
tention. La contention est l’état connu par deux processus voisins qui ont demandé à l’autre d’être le leader
et qui ont fait cette demande dans un temps conduisant à ce que les deux soient demandeurs et demandés.
Une solution pourrait de choisir le processus de numéro le plus petit ou le plus grand mais ce serait de
supposer que des numéros existent et ce n’est pas toujours possible. Une autre solution est faire attendre
chaque processus un temps court ou long avant de redemander. Dans la mesure où le choix est différent si
on attend suffisamment, cela signifie qu’ils peuvent être dans une situation d’attente long pour l’un et cours
pour l’autre. Bien sûr, une modélisation en UPPAAL a conduit à exhiber une trace infinie ne résolvant pas
le problème mais il s’agit d’une trace peu probable. La situation de contention est modélisée par les gardes
des événements exprimant que x envoie une demande à y à condition que y n’a pas déjà demandé à x mais
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il se peut que la même action soit exécutée par y à l’intention de x et donc ils se retrouvent alors tous les
deux en demande. L’idée est alors de changer de problème. En effet, le nouveau problème est de résoudre le
problème de l’élection du leader pour deux sites. Cette solution a été prise par J. Rehm dans sa thèse [34] et
dans le livrable 2 [5] mais pour introduire la notion de temps dans le développement. Le premier événement
du nouveau dppement est simplement l’événement de choix d’un des deux nœuds comme leader:

EVENT accept
ANY x
WHERE

x ∈ N
leader = ∅

THEN
leader := {x}

END

Les communications entre les deux processus se font via des canaux et on a plusieurs étapes avant d’avoir
une communication effective:

Puis, on peut justifier l’introduction de deux temps pour résoudre la question de la symétrie:

• Toutes les conditions abstraites présentes dans les gardes sont remplacées par l’utilisation des deux
délais.

• Deux nouvelles constantes : st (short time) et lt (long time) qui sont des nombres entiers non nuls.
Pour que le protocole se déroule correctement, leurs valeurs doivent respecter: st ≥ prop× 2 et lt ≥
prop× 2 + st− 1. On étend l’utilisation du patron par deux nouvelles valeurs pour l’ensemble ACT
avec a awake, b awake. Comme précédemment nous définissons : at a awake = at(a awake) et
at b awake = at(b awake). Enfin, les deux variables supplémentaires a sleept et b sleept permet-
tent de noter le délai choisi par chaque appareil.

• une situation typique de contention (avec les valeurs prop = 3, st = 6 and lt = 11).

• L’élection sera un succès si les délais choisis sont différents.

Les événements sont modifiés et prennent en compte les temps introduits. Il est alors clair que la phase
importante pour résoudre la question de la convergence est d’introduire le temps dans le système. En effet,
il paraı̂t difficile de traiter ce protocole sans gérer le temps. Enfin, le traitement des aspects probabilistes
peut alors être géré par le codage des automates produits pour des paires de sites voisins et on peut utiliser
un model checker probabiliste pour analyser la situation devenue traitable localement. Nous donnons le
schéma permettant de montrer le processus de raffinement pour la résolution du problème de l’élection du
leader en intégrant dans le raffinement les aspects liés au temps et en définissant une étape complémentaire
pour appliquer le model checking probabiliste sur le système constitué de deux nœuds quelconques voisins
et en contention.
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1.3 Etudes de cas
Les travaux menés sur les algorithmes probabilistes visaient d’une part à étudier les problèmes résolus par
ces algorithmes et d’autre part à acquérir un savoir-faire sur les types d’algorithmes probabilistes. L’objectif
reste d’intégrer des aspects probabilistes dans le développement incrémental EVENT B . Deux problèmes
sont développés dans les chapitres suivants.

1.3.1 Construction MIS

Cet algorithme permet de construire un MIS en utilisant un échange de messages de taille 1 bit. Il a une
complexité moyenne égale à O (log n), ce qui en fait un algorithme optimal. La technique utilisée consiste
à simuler le tirage et l’échange de nombres réels par des tirages et des échanges de bits, et à utiliser un
mécanisme de desynchronisation de phases.
Cette technique semble généralisable à d’autres problèmes. Une première piste serait d’étudier sa faisabilité
pour le problème de couverture de graphes par des étoiles fermées. En effet, dans [28], nous avons étudié
un algorithme à base de tirage de réels permettant de résoudre ce problème. Néaumoins, sa bit complexité
reste non bornée.

1.3.2 Coloriage de graphe

Dans ce cas, nous avons présenté un algorithme simple et efficace pour colorier un graphe de taille n.
Les sommets du graphe échangent des messages de taille 1 bit. Nous avons montré que la complexité de
l’algorithme est en moyenne O (log n) et avec forte probabilité égale à O (log n). Notre algorithme est
donc optimal en bit complexité puisqu’il n’utilise que des messages de taille 1 bit. Cependant, le nombre
de couleurs utilisé par l’algorithme reste trop grand comparé à l’algorithme de Johanson [15]. Il serait, par
conséquent intéressant d’étudier la possibilité de réduire, de manière significative, le nombre de couleurs
utilisées.

1.4 Conclusion
Les travaux menés dans cette tâche se focalisent sur l’intégration des éléments probabilistes du raisonnement
effectué quand on conçoit un algorithme réparti où des situations qui peuvent être atteintes requièrent des
arguments probabilistes pour conclure. L’exemple de l’élection du leader IEEE 1394 conduit à une configu-
ration dite de contention dans laquelle un raisonnement localisé sur les deux sites ou processus en contention
est nécessairement probabiliste pour justifier de la terminaison probabiliste de l’élection. Cependant, cette
configuration s’appuie sur un modèle correct par rapport à une chronologie introduite dans le raffinement.
Cette chronologie conduit à des modèles qui peuvent être étudiés par rapport à la question probabiliste
et dans cet ordre uniquement. On obtient ainsi un traitement complet du développement de l’algorithme
d’élection du leader en intégrant les travaux initiaux [3] et ceux sur le temps [34, 5]. Quant à considérer
les algorithmes MIS et de coloriage, il reste à analyser précisèment l’intégration des probabilités dans le
modèles des calculs locaux mais il s’agit là d’un point futur. Initialement, les travaux ont montré que le
modèle des calculs locaux pouvait être très facilement codé dans EVENT B :
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• Règle de ré-étiquettage

X•
Y

−−−−−−−−Z• −→ X′

•
Y ′

−−−−−−−−Z
′

•
with X ′ = f1(X, Y, Z), Y ′ = f2(X, Y, Z) and Z ′ = f3(X, Y, Z).

• Traduction en Event B

WHEN
X•

Y
−−−−−−−−Z•

THEN
X′

•
Y ′

−−−−−−−−Z
′

•
X, Y, Z : |(X ′ = f1(X, Y, Z) ∧ Y ′ = f2(X, Y, Z) ∧ Z ′ = f3(X, Y, Z))

END

Cela conduit à un schéma de ce type qui se généralise pour l’intégration des aspects probabilistes dans le
schéma suivant:

PROBLEM M0 C COQ-library

M1

V VM1
?

derivation

-formalization

?

REFINES

-SEES -LINK

?

REFINES

�mapping

Les travaux futurs pourraient s’articuler selon les directions suivantes:

• Etude des modèles locaux par rapport au raffinement probabiliste.

• Développement d’études de cas, en illustrant le plongement du modèle des calculs locaux dans
EVENT B .

• Intégration logicielle du model checking probabiliste dans EVENT B par interaction avec PRISM [32],
par exemple.
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Chapter 2

Calcul distribué d’un MIS

Ce chapitre présente le travail réalisé autour du problème de l’ensemble indépendant maximal (MIS) et
publié dans [27].

2.1 Introduction
Soit G = (V,E) un graphe simple et connexe. Un ensemble indépendant de G est un sous-ensemble I de
V tel que pour tous sommets u et v de I , l’arête {u, v} n’appartient pas à E. Un ensemble indépendant I
est maximal (MIS) si pour tout sommet w de V , il existe u ∈ I tel que l’arête {u, w} appartient à E.
La construction d’un MIS dans un graphe constitue une brique de base pour la réalisation de plusieurs algo-
rithmes distribués permettant de résoudre des problèmes tels que le routage, le contrôle de la topologie, le
coloriage, etc. Plusieurs travaux ont été menés pour étudier ce problème et plusieurs résultats sont présentés
en particulier dans [23] (chapitre 4, p. 71-76) et dans [31] (chapitre 8).
Dans ce chapitre, nous montrons comment un algorithme glouton peut être implémenté de manière dis-
tribuée afin de calculer un MIS dans un réseau de processeurs échangeant des messages. Nous nous
intéressons à la fois à la complexité en bits et à la complexité en temps de l’algorithme.
Le calcul d’un MIS a été étudié massivement sous différentes hypothèses et différentes approches [4, 22, 6,
21]. Karp et Widgerson [16] ont prouvé que calculer un MIS est NC. Kuhn et al. dans [19] ont étudié le
problème pour des classes particulières de graphes et Moscibroda et al. dans [30] ont étudié le problème
pour les réseaux radio. Le tableau suivant présente une comparaison entre notre résultat (l’algorithme C) et
les autres algorithmes connus dans la littérature.

Connaissance
préalable

Temps (en
moyenne)

Taille des mes-
sages (nombre de
bits)

Bit complexité
(par canal)

Luby (Lynch) Taille du graphe O(log n) log n O(log2 n)

Luby (Peleg) Degrée maximum
dans le 2-voisinage

O(log2 n) log n O(log3 n)

Luby (Wat-
tenhofer)

Degré maximum des
sommets voisins

O(log n) log n O(log2 n)

Alon, Babai
and Itai

Degré maximum des
sommets voisins

O(log n) log n O(log2 n)

Algorithme C Pas de connaissance O(log n) 1 O(log n)

Remarque. Dans la colonne “Connaissance préalable”, la “Taille du graphe” correspond à la taille ini-
tiale du graphe et le “Degré maximum des sommets voisins” et le “Degrée maximum dans le 2-voisinage”
sont des connaissances calculées au début de chaque phase.

2.2 Algorithme A : un algorithme à base de réels
Le premier algorithme probabiliste distribué que nous avons étudié, noté A, est à base d’échanges de réels.
Il se décompose en plusieurs phases. À chaque phase, chaque processeur u encore dans le graphe génère
un nombre réel aléatoire x(u). Un processeur u est inclus dans le MIS si son x est un minimum local :
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x(u) < x(v) pour tout voisin v de u. Nous considèrons que les nombres générés sont uniformes dans
l’ensemble [0, 1).
Quand tous les minimums locaux ont été inclus dans le MIS, chaque processeur survivant (non inclus dans
le MIS et non voisin d’un sommet dans le MIS), génère une nouvelle v.a. et encore une fois, les minimums
locaux sont inclus dans le MIS et ainsi de suite. L’algorithme s’arrête quand il n’y a plus de processeur
survivant.
Nous obtenons le lemme suivant :

Lemme 1. À la fin de chaque phase, le nombre moyen d’arêtes supprimées du graphe résiduel G est
supérieur ou égal à la moitié du nombre d’arêtes dans G.

Preuve. Un sommet u supprime prématurément un voisin v si x(u) est le minimum des x(w) pour tout w
dans l’ensemble {u, v} ∪ {w voisins de u ou v}.
Si tel est le cas, u sera inclus dans le MIS et v et toutes les arêtes {v, w} seront supprimés du graphe.
Les arêtes {v, w} sont également dites supprimées préventivement. Si d(u) et d(v) sont respectivement
les degrés de u et de v, alors la probabilité que u supprime préventivement v est égale à 1/(d(u) + d(v)).
On en déduit (par la linéarité de l’espérance mathématique) que le nombre moyen d’arêtes supprimées
prématurément est supérieur ou égal à ∑

{u,v}∈E

(
d(v)

d(u) + d(v)
+

d(u)
d(v) + d(u)

) /2

puisque d(v) arêtes sont supprimées si u supprime v et d(u) sont supprimées si v supprime u et qu’une
arête {v, w} peut être supprimée prématurément deux fois. La somme fait

(∑
{u,v}∈E 1

)
/2, elle est égale

à m/2.
Nous en déduisons :

Corollaire 1. Il existe deux constantes k1 et K1 telles que pour tout graphe G = (V,E) à n sommets, le
nombre de phases pour supprimer toutes les arêtes de G est

1. inférieur à k1 log n en moyenne,

2. inférieur à K1 log n avec la probabilité 1− o(n−1).

Enfin :

Théorème 1. L’algorithmeA calcule un MIS pour tout graphe de taille n en O(log n) unités de temps avec
la probabilité 1− o(n−1).

2.3 Algorithme B : un algorithme simulant l’envoi de réels
Dans cette section, nous présentons et analysons un algorithme basé sur l’envoie de messages de taille 1 bit.
L’algorithme simule le tirage et l’envoie de réels par le tirage et l’envoie de bits. Le principe est le suivant :
une phase est découpée en rounds. Pendant un round, un sommet v génère (uniformément) un bit 0 ou 1 et
l’envoie à tous ses voisins encore actifs. À la réception des messages envoyés par ses voisins, et en fonction
de leurs contenus, il décide soit d’être dans le MIS, soit de se déclarer en dehors du MIS, soit de continuer
la phase actuelle, soit encore d’attendre la phase suivante.

2.3.1 Algorithme
Nous considérons un algorithme simulant l’envoie de réels par l’envoie de bits (l’algorithme B). Dans cet
algorithme, les processeurs échangent des messages de taille finie; en effet, les seuls messages échangés
sont les suivants :

• un bit 0 ou 1 de DONNÉES

• In−MIS
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• Not− In−MIS

• Ineligible : quand un sommet v envoie ce message, il indique que jusqu’à la fin de la phase courante,
v ne sera pas dans le MIS.

Au début d’une phase, un processeur connaı̂t ses voisins encore dans le graphe résiduel et construit un
ensemble de sommets actifs initialisé avec ces sommets. Le statut d’un sommet peut être soit Eligible
: le sommet peut encore être inclus dans le MIS pendant la phase courante, ou Ineligible : le sommet ne
peut plus être inclus dans le MIS pendant la phase courante. Tous les processeurs encore dans le graphe ont
initialement un statut Eligible.
Une phase d’échange de réels est remplacée par une phase composée d’un ensemble de rounds (Al-
gorithme 1). Chaque round est composé d’un envoi, d’une réception et d’un ensemble d’actions internes.
Un message est de l’un des quatre types cités ci-dessus. Les messages de type DONNÉES contiennent les
bits qui permettent de calculer le nombre réel généré par le sommet. Les autres messages permettent au
processeur d’arrêter d’envoyer les messages de type DONNÉES dès que le nombre de bits échangés est
suffisant pour calculer les minimums locaux.
Dans chaque round, chaque processeur u génère un bit aléatoire b(u) et l’envoie à chaque sommet actif v.
Ensuite, il effectue les opérations suivantes :

• Si b(u) = 0 et u reçoit 1 de chaque voisin actif, u est un minimum local. Il met η(u) à 1 et envoie
In-MIS à tous ses voisins. Le processus u ne participe plus à aucune des phases suivantes.

• Si b(u) est différent du bit reçu de v, il supprime v de la liste de ses voisins actifs pendant la phase
actuelle.

• Si b(v) = 1 et u reçoit 0 d’un voisin, u sait qu’il n’est pas un minimum local. Son état, pour cette
phase, devient Ineligible. Le processus u envoie Ineligible à tous ses voisins actifs et supprime de
sa liste de voisins actifs tous les voisins inéligibles.

• Si u reçoit In-MIS d’un voisin, il met η(u) à 0 et envoie Not-In-MIS à tous les autres voisins. Le
processus u ne prend plus part au phases suivantes mais continue à générer et à envoyer des bits tant
qu’il a encore des voisins actifs.

• Si u reçoit Not-In-MIS d’un voisin v, il note que v est non eligible et sera supprimé du graphe après
la phase actuelle. Si u est lui même ineligible, il supprime v de sa liste de voisins actifs.

• Si u reçoit Ineligible d’un voisin v, il note que v n’est pas eligible pendant cette phase. Si u est lui
même ineligible, il supprime v de sa liste de voisins actifs.

• Si u est ineligible et n’a pas de voisins actifs eligibles, c’est la fin de la phase actuelle. Il arrête de
participer à la phase actuelle et est prêt pour démarrer une nouvelle phase si η(u) = −1.

Initiallement, pour tout sommet v du graphe : η(v) = −1; active-set(v), Not-In-MIS-set(v) et In-
MIS-set(v) sont des ensembles de sommets. Au début de chaque phase, pour chaque sommet v tel que
η(v) = −1 : status(v) = Eligible, active-set(v) contiennent l’ensemble des voisins w de v satisfaisant
η(w) = −1, Not-In-MIS-set(v) = ∅, In-MIS-set(v) = ∅ et Ineligible-set(v) = ∅.
Pour plus d’explications sur le fonctionnement et le déroulement de l’algorithme, le lecteur peut consulter
[27].

2.3.2 Analyse de l’algorithme
On commence par le lemme suivant:

Lemme 2. À la fin de chaque phase, chaque processeur a une probabilité supérieure à 1/4 d’être dans l’un
des états : In−MIS, Not−In−MIS ou End−of−phase (le processeur a terminé la phase actuelle).

Preuve. La preuve du lemme est assez technique. Le lecteur peut consulter [27] pour la preuve complète.

On obtient alors le corollaire suivant :

17



Algorithm 1: Une phase de l’algorithme B.
1: Tant que (η(v) 6= 1 et η(v) 6= 0 et active− set(v) est non vide) faire
2: Tirer uniformément un bit b(v);
3: Envoyer b(v) à tous les voisins actifs;
4: Recevoir b(w) de tout voisin actif w;
5: Si b(v) = 0 alors;
6: Si tout voisin actif w a tiré b(w) = 1 alors;
7: η(v) := 1;
8: Envoyer In−MIS à chaque voisin;
9: Fin Si;

10: Sinon;
11: Si il existe au moins un voisin actif w qui a tiré b(w) = 0 alors;
12: status(v) := Ineligible;
13: Envoyer Ineligible à tous les voisins actifs;
14: Fin Si;
15: Fin Si;
16: Recevoir un message mess(w) de chaque voisin actif w;
17: Pour chaque voisin actif w tel que mess(w) = Ineligible faire Ineligible−Set(v) := Ineligible−

Set(v) ∪ {w};
18: Pour chaque voisin actif w tel que mess(w) = In −MIS faire In −MIS − Set(v) := In −

MIS − Set(v) ∪ {w};
19: Si il existe un voisin actif w tel que mess(w) = In−MIS alors;
20: η(v) := 0;
21: Envoyer Not− In−MIS à chaque voisin;
22: Fin Si;
23: Recevoir un message mess(w) de chaque voisin actif w;
24: Pour chaque voisin actif w tel que mess(w) = Not−In−MIS faire Not−In−MIS−Set(v) :=

Not− In−MIS − Set(v) ∪ {w};
25: Si status(v) = Ineligible alors;
26: Pour chaque voisin w tel que w 6∈ Not−In−MIS−Set(v)∪In−MIS−Set(v)∪Ineligible−

Set(v) faire active− set(v) := active− set(v) \ {w}
27: Fin Si;
28: Fin Tant que
29: Supprimer des voisins de v tous les sommets dans In−MIS−Set(v) ou dans Not−In−MIS−Set();

Corollaire 2. Il existe deux constantes k2 et K2 telles que le nombre maximum de bits DONNEES
générés par tout processeur u dans toutes les phases est

1. inférieur à k2 log n en moyenne,

2. inférieur à K2 log n avec la probabilité 1− o(n−2).

Remarque. Le corollaire ci-dessus donne une majoration de la complexité en moyenne de l’algorithme
pour chaque sommet u du graphe.
On en déduit le théorème suivant :

Théorème 2. L’algorithme B calcule un MIS pour tout graphe de taille n en O(log2 n) avec la probabilité
1− o(n−1).

2.4 Algorithme C : un algorithme optimal en nombre de bits
Cette section présente un algorithme améliorant la borne O(log2 n) de l’algorithme B. Le nouvel algorithme
utilise des messages de taille 1 bit et a une complexité (mesurée en nombre de bits) égale en moyenne à
O(log n) et à O(log n) avec la probabilité 1− o(n−1).
L’idée principale de cet algorithme (l’algorithme C) est de désynchroniser les différentes phases sur un
sommet. En effet, dans l’algorithme B, un sommet v génère un bit et l’envoie à tous les sommets voisins
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avec lesquels la symétrie n’est pas encore brisée. Une phase de l’algorithme B se termine lorsque la symétrie
est brisée avec tous les voisins de v. Dans l’algorithme C, on opère par anticipation : si v brise la symétrie
avec un voisin v1 mais pas avec le voisin v2, alors v considère la phase actuelle terminée avec v1 mais pas
avec v2. Il commence alors immédiatement la phase suivante avec v1 mais continue la phase actuelle avec
v2.
Ainsi, dans un même round, le sommet v peut envoyer le bit b1, correspondant à la phase t1, au sommet v1

et le bit b2, correspondant à la phase t2, au sommet v2, avec t1 6= t2.
Remarque. Pour l’analyse de l’algorithme, l’observation fondamentale est qu’à chaque round, la symétrie
est brisée sur une arête avec la probabilité 1/2.

Description générale de l’algorithme

Chaque sommet v exécute en alternance un round du processus calc win et un round du processus calc mis.
Le processus calc win calcule pour chaque paire de sommets voisins et pour chaque phase, lequel des deux
sommets a la plus petite valeur dans la phase. Le processus calc mis utilise le résultat de calc win pour
décider si le sommet doit être supprimé du graphe et si c’est le cas, en informe les sommets voisins.

Algorithm 2: Algorithme C.
1: Tant que (η(v) 6= 1 et η(v) 6= 0 et active− set(v) est non vide) faire
2: un round de calc win;
3: un round de calc mis;
4: Fin Tant que

Variables de l’algorithme C

Chaque sommet u utilise les variables suivantes :

• pour tout voisin v de u, phaseu(v) est un entier positif correspondant au numéro de la phase actuelle
entre u et v; initialement, phaseu(v) est égal à 1, par symétrie, nous avons phaseu(v) = phasev(u);

• pour tout voisin v de u, bitu(v) est un entier positif correspondant au numéro du bit qui sera envoyé
par u à v lors de la phase courante; initialement, bitu(v) est égal à 1;

• Xu est un tableau de dimension 2 tel que pour tout voisin v de u, Xu[phaseu(v), j] est un bit;

• pour chaque voisin v de u, et pour chaque numéro de phase t, winu(v)(t) est un booléen qui vaudra
vrai si dans la phase t, la symétrie est brisée pour l’arête entre u et v et que u ait la plus petite valeur.

Soit u un sommet et v un voisin de u; soit t le numéro d’une phase; on note par xu(v, t) la mot défini par
les bits envoyés par u à destination de v depuis le début de la phase t. La longueur de la phase t, notée l(t),
est égale à Max{| x(v, t) || v est un voisin de u}, où | x(v, t) | est la longueur du mot x(v, t). Initialement,
l(t) = 0.
Soit u un sommet, la phase t est active s’il existe un sommet actif v voisin de u tel que t = phaseu(v) et
xu(v, t) = xv(u, t).

Processus calc win

Au début d’un round du processus calc win, le processus u tire uniformément un nouveau bit b(t) pour
toute phase active t de u et ajoute b(t) dans X , c’est-à-dire X[t, l(t) + 1] := b(t).
Pour chaque voisin v, u récupère b(v) = X[phaseu(v), bitu(v)], envoie b(v) à v et reçoit le bit b(u) de u.
Si b(v) = b(u) alors il est nécessaire de considérer les bits suivants pour différentier xu(v, phaseu(v)) et
xv(u, phasev(u)) de la phase phaseu(v) = phasev(u), donc u exécute l’instruction bitu(v) := bitu(v) +
1. Sinon, le résultat est enregistré et on démarre la phase suivante, le sommet u exécute les instructions
suivantes :

• winu(v)(phaseu(v)) := (b(v) = 0);

• phaseu(v) := phaseu(v) + 1;

• bitu(v) := 1.
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Processus calc mis

Pour un sommet u, si u est actif pendant une phase t, il effectue le calcul en trois étapes. Initialement,
u connaı̂t les sommets v qui sont actifs pendant la phase t et attend jusqu’à ce qu’il connaisse toutes ses
variables winu(v)(t). Il sait alors s’il est ou non inclus dans un MIS pendant cette phase et envoie un
message d’1 bit in à chaque sommet v. Puis, il attend jusqu’à ce qu’il ait reçu un message in de chaque
voisin v. Il sait alors s’il est exclu du graphe dans cette phase et envoie un message d’1 bit out à chaque
voisin v. Dans la dernière étape, il attend jusqu’à ce qu’il reçoive un message out de chaque voisin v. Il sait
alors quels sont les sommets voisins encore actifs au début de la phase t + 1. Il met à jour sa variable η(u)
et son ensemble de voisins actifs. Il est alors prêt pour démarrer la phase t + 1 s’il est encore actif.

Analyse de l’algorithme C

On sait qu’en moyenne et avec forte probabilité, le nombre de phases T est au plus k1 log n. On en déduit
qu’après O(log n) tous les sommets ont calculé leurs valeurs winu(v)(t) pour tout t ≤ T , puisque, avec
la probabilité 1/2, chaque round est un succès sur chaque arête {u, v}. En prenant K log n rounds avec K
suffisamment grand, on a une probabilité o(n−3) qu’une arête {u, v} n’atteigne pas T . Ainsi, la probabilité
que cela se passe est o(n−1).
Nous avons alors le résultat principal de cette section :

Théorème 3. L’algorithme C calcule un MIS pour tout graphe de taille n en un temps O(log n) avec la
probabilité 1− o(n−1), chaque message étant de taille 1 bit.

Preuve. Soit T le nombre de phases. Le nombre de rounds (d’échanges de bits) dans le processus calc win
ne peut dépasser T que si le nombre de phases dans l’algorithme B dépasse T/5 ou si, pour une arête {u, v},
u et v génèrent les mêmes bits dans au moins d4T/5e des premiers T rounds . Donc

Pr ( plus de T rounds ) ≤ Pr ( plus de T/5 phases )
+m

(
T

d4T/5e
)
(1/2)d4T/5e,

où m est le nombre d’arêtes. Le second terme est asymptotiquement égal à m(3125/4096)T/5. Pour
T > 40 log n, (3125/4096)T/5 = O(n−2T−2); ce qui permet d’obtenir directement une borne supérieure
du nombre de rounds avec la probabilité 1− o(n−1). Pour l’espérance mathématique, noua avons :

E (#rounds) =
∞∑

T=1

Pr (#rounds ≥ T ) (# symbolise le nombre)

=
40 log n∑

T=1

Pr (#rounds ≥ T ) +
∞∑

T=40 log n+1

Pr (#rounds ≥ T )

≤ 40 log n +
∞∑

T=40 log n+1

Pr (#rounds ≥ T )

≤ 40 log n

+
∞∑

T=40 log n+1

(
Pr (#rounds ≥ T/5) + m×O(n−2T−2)

)
≤ 40 log n + 5E(T ) + o(log n)
= O(log n).

Ensuite, le calcul des sommets à ajouter dans les MIS à chaque phase peut se faire en deux rounds supplémentaires
et ainsi 2k1 log n rounds sont suffisants pour que tous les sommets terminent l’algorithme. Nous avons fi-
nalement :

Corollaire 3. La bit complexité par canal de l’algorithme C est O(log n).

L’algorithme C est optimal. En effet, Kothapalli et al, dans [18], montrent que si on ne s’autorise que des
messages de taille 1 bit, alors tout algorithme distribué nécessite, avec forte probabilité, au moins Ω(log n)
rounds pour colorier un anneau anonyme de taille n avec un nombre fini de couleurs. Or, Wattenhofer, dans
[35] page 36, montre que tout algorithme de MIS peut être transformé en un algorithme de coloriage. Si on
se limite au cas des graphes cycle, cette transformation produit un algorithme de coloriage ayant la même
complexité, à une constante multiplicative près, en bit et en temps que la complexité du calcul du MIS.
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2.5 Indépendance asymptotique
Cette section étudie l’impact de l’insertion d’un sommet v du graphe G dans le MIS sur la probabilité
d’insertion d’un sommet u 6= v dans le MIS. Nous réalisons l’étude pour l’algorithme C.
Il est clair que si un sommet v est inséré dans le MIS, la probabilité d’insérer un voisin u est égale à 0. De la
même manière, cette insertion augmente la probabilité d’inclusion des sommets à distance 2. Qu’en est-il
alors des sommets à une distance ≥ 3 de v ? Nous verrons que cette influence disparaı̂t si la distance entre
v et u est assez grande et que le graphe est à degré maximal borné. Nous exhibons également un exemple
montrant que cette affirmation est fausse dans le cas général. Les résultats sont présentés ici sans preuve.
Le lecteur peut consulter [27] pour avoir les différentes preuves.
Un sommet v survit à la kème phase s’il n’est ni choisi ni supprimé jusqu’à la fin de la kème phase. Nous
avons le lemme suivant :

Lemme 3. Pour tout sommet v de degré d, le nombre de phases auxquelles v survit est dominé par une v.a.
géométrique de paramètre 1/(d + 1).

Proposition 1. Soit u et v deux sommets à distance l dans G. Supposons que u et v soient de degrés finis
fixés. Soit Pr (v | u) la probabilité que v soit inclus dans le MIS conditionnée par l’inclusion de u et soit
Pr (v) la probabilité du même événement sans conditionnement. Nous avons :

Pr (v | u) = Pr (v) + O(δl), quand l→∞,

pour un δ avec | δ |< 1.

La proposition précédente reste vraie si on suppose l’hypothèse (plus faible) suivante : les degrés restent
négligeables comparés à la distance. Cependant, l’exemple suivant montre que la proposition n’est pas
vérifiée en général.
Exemple. Considérons le graphe G = (V,E) suivant avec deux sommets u et v à distance l = 4l′ + 1 l’un
de l’autre :

• V = {ui,j , vi,j | i = 0, · · · , 2l′ , j = 1, · · · , l3i} avec u0,1 = u et v0,1 = v,

• E = {(ui,j , ui,k), (vi,j , vi,k), (ui,j , ui+1,k), (vi,j , vi+1,k) et (u2l′,j , v2l′,k), pour tous i, j, k pour lesquels
ces sommets existent.

Il est alors démontré, [27], que dans le graphe G ainsi construit, l’inclusion de l’un des deux sommets u et
v dans le MIS influence la probabilité d’inclusion de l’autre sommet.
Dans [27], nous avons également étudié cette indépendance pour les algorithmes de Luby et les présentations
qu’en font Lynch dans [23] et Wattenhofer dans [35].

2.6 Conclusion
Nous avons présenté un algorithme permettant de construire un MIS en utilisant un échange de messages
de taille 1 bit. Cet algorithme a une complexité moyenne égale à O (log n), ce qui en fait un algorithme
optimal. La technique utilisée consiste à simuler le tirage et l’échange de nombres réels par des tirages et
des échanges de bits, et à utiliser un mécanisme de desynchronisation de phases.
Cette technique semble généralisable à d’autres problèmes. Une première piste serait d’étudier sa faisabilité
pour le problème de couverture de graphes par des étoiles fermées. En effet, dans [28], nous avons étudié
un algorithme à base de tirage de réels permettant de résoudre ce problème. Néaumoins, sa bit complexité
reste non bornée.
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Chapter 3

Coloriage de graphe

Ce chapitre présente un algorithme probabiliste simple pour réaliser une coloration d’un graphe quelconque.
Ce travail a donné lieu à la publication de l’article [25].

3.1 Introduction
Le problème

Soit G = (V,E) un graphe simple non orienté. Une sommet-coloration de G est une fonction qui affecte
une couleur c(v) à chaque sommet v de G telle que pour tous {u, v} ∈ E, c(u) 6= c(v).
La suite de ce chapitre présente un algorithme probabiliste simple et efficace (en temps et en nombre de
bits) permettant de réaliser une sommet-coloration de tout graphe G.
L’algorithme fonctionne en phases synchrones : au début de chaque phase, un sommet non encore colorié
connaı̂t l’ensemble de ses voisins encore actifs (sommets qui n’ont pas encore leur couleur définitive) et
crée un ensemble contenant l’ensemble de ces sommets. Chaque phase est composée d’un envoi, d’une
réception et d’un ensemble d’actions internes.
À chaque round, chaque sommet u génère (uniformément) un bit aléatoire et l’envoie à tous ses voisins
encore actifs, il reçoit ensuite un bit de chaque voisin actif et supprime de l’ensemble de ses voisins actifs
les sommets qui lui ont envoyé un bit différent de celui généré par u. Soit couleuru le mot formé des bits
générés par u (couleuru[i] est le ième bit généré par u). Si u n’a plus de voisins actifs, alors u a sa couleur
définitive : couleuru.
Kothapalli et al. ont montré dans [17] que, si on ne s’autorise que des messages de taille 1 bit par phase, alors
tout algorithme distribué réalisant le coloriage a besoin d’au moins Ω(log n) rounds avec forte probabilité
pour colorier un cycle de taille n. Nous en déduisons par conséquent, que l’algorithme que nous présentons
dans ce chapitre est optimal.
La couleur définitive d’un sommet u est le mot couleuru constitué des différents bits générés par u. Ce mot
peut être interprété comme un entier positif. Nous montrons que ce nombre est de l’ordre de O(d(v)) en
moyenne.

3.2 Algorithme FS Color

L’algorithme opère en rounds. À la fin chaque round, les sommets qui obtiennent leurs couleurs définitives
arrêtent d’exécuter l’algorithme, ils sont alors supprimés du graphe avec leurs arêtes adjacentes. Les autres
sommets continuent d’exécuter l’algorithme dans le graphe résiduel.
Formellement, chaque sommet u maintient une liste actifsu de sommets voisins actifs, c’est-à-dire la liste
des sommets voisins non encore coloriés et avec lesquels la symétrie n’est pas encore brisée. Initialement,
actifsu est égale à N(u). La couleur couleuru d’un sommet u est initialement le mot vide, à chaque round,
u génère un bit bu, le rajoute à la fin de couleuru et envoie bu à tous les sommets dans l’ensemble actifsu.
Il reçoit ensuite les bits envoyés par ses voisins encore actifs et met à jour la liste actifsu. Le sommet u
répète cet ensemble d’actions jusqu’à ce que la symétrie soit brisée avec tous ses voisins, sa couleur est
alors le mot couleuru.
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Algorithm 3: L’algorithme FS Color.
1: var:
2: couleurv : mot Init mot-vide;
3: actifsv: ⊆ N(v) Init N(v);
4: bv: ∈ {0, 1}};
5: Tant que actifsv 6= ∅ faire
6: bv ← flip(0, 1) ;
7: couleurv ← bv ⊕ couleurv;
8: Pour tout u ∈ actifsv Faire
9: envoyer bv à u;

10: recevoir bu de u;
11: Si bv 6= bualors
12: activev ← activev \ {u};
13: Fin Si
14: Fin Pour
15: Fin Tant que

Remarque 1. La couleur d’un sommet u est la concaténation de tous les bits générés par u depuis le début
de l’exécution de l’algorithme. Cette couleur peut donc être interprétée comme un entier.

3.3 Analyse de l’algorithme
Espérance du temps d’exécution

Chaque sommet u, non encore colorié, génère un bit bu, envoie bu à tous les voisins de u encore actifs et
reçoit bv de chaque voisin actif v. Si bu 6= bv , alors u met à jour sa liste de sommets actifs en supprimant v
de l’ensemble actifsu. En terme de structure de graphe, cela revient à supprimer l’arête {u, v} du graphe
G. Or, la probabilité que l’événement bv 6= bu se produise est égale à 1/2. Nous en déduisons :

Lemme 4. À la fin de chaque round, l’espérance mathématique du nombre d’arêtes supprimées du graphe
résiduel G est égale à la moitié du nombre d’arêtes dans G.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 4. Il existe deux constantes k1 et K1 telles que pour tout graphe G à n ≥ 1 sommets, le nombre
de rounds nécessaires pour supprimer toutes les arêtes de G est

- inférieur à k1 log n en moyenne,

- inférieur à K1 log n avec grande probabilité.

Preuve. Le preuve du corollaire utilise les mêmes arguments que la preuve du corollaire 1. (Voir [26] pour
plus de détails).
On en déduit alors le théorème principal :

Théorème 4. L’algorithme FS Color calcule une coloration de tout graphe de taille n en O(log n) rounds
avec forte probabilité en n’utilisant que des messages de 1 bit.

3.3.1 Le nombre total de bits générés
Dans cette section, nous nous intéressons au nombre total de bits générés dan tout le graphe. Soit v un
sommet quelconque et soit Lv la v.a. qui compte le nombre de bits générés par le sommet v. Si on note par
BG le nombre total de bits générés dans tout le graphe, alors BG =

∑
v∈V Lv . Or

E (Lv) =
∑
k≥1

(
1−

(
1− 1

2k

)d(v)
)

.

Ce qui permet de prouver que :
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Lemme 5. Le nombre total de bits générés par tous les sommets du graphe vérifie

E (BG) ≤ n
∑
k≥0

(
1−

(
1− 1

2k

)2m/n
)

.

On a alors le corollaire suivant :

Corollaire 5. • Pour tout graphe G = (V,E) avec | V |= n et | E |= m tel que m/n → ∞, nous
avons E (BG) = O (n log n) .

• Si G est un arbre ou un cycle, alors E (BG) ≤ 8n
3 .

3.3.2 Complexité locale
Dans cette section, nous nous intéressons à la complexité locale de l’algorithme FS Color : l’espérance
mathématique du nombre de bits générés par sommet. Soit v un sommet de degré d(v) = d et soit Ld le
nombre de bits générés par le sommet v et soit ld = E (Ld) son espérance mathématique. Soit I(v) les
arêtes adjacentes à v. À chaque round, chaque arête e ∈ I(v) est supprimée avec probabilité 1/2, il en
résulte que ld = O (log d). Cependant, pour obtenir une valeur plus précise qu’une borne supérieure, on
utilise la transformée de Mellin. En effet, nous avons :

Proposition 2. Soit G = (V,E) un graphe connexe et v ∈ V avec d(v) = d ≥ 1. Soit ld l’espérance
mathématique du nombre de bits générés par v avant d’obtenir sa couleur définitive. On a :

ld = log2(d) +
1
2

+
γ

log 2
+ Q (log2(d)) + O

(
d−2

)
,

où γ est la constante d’Euler-Mascheroni et Q est une série de Fourier de période 1 et dont l’amplitude ne
dépasse pas 10−6.

Preuve. Pour tout d ≥ 1, nous avons la récurrence suivante :

ld = 1 +
d∑

i=0

(
d

i

)
1
2d

ld−i,

avec la condition initiale l0 = 0.
Pour résoudre cette récurrence, nous introduisons la fonction génératrice exponentielle suivante :

L(z) =
∑
d≥1

ld
zd

d!
.

Un calcul simple permet de montrer que :

L(z) = ez − 1 + ez/2L(z/2).

Donc, si on note a(z) = ez − 1, on résout cette équation en utilisant la technique de l’itération :

L(z) = a(z) + ez/2L( z
2 )

= a(z) + ez/2a(z/2) + e3z/4L( z
4 )

= ...

=
∑

k≥0 ez(1− 1
2k )a( z

2k )
=

∑
k≥0 ez(1− 1

2k )(e
z

2k − 1).

Après avoir développé les fonctions exponentielles, nous obtenons une forme explicite pour ld :

ld =
∑
k≥0

(
1−

(
1− 1

2k

)d
)

.
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Par ailleurs, on a (1− a)n ∼ e−an, donc, si on pose

F (x) =
∑
k≥0

(
1− e−x/2k

)
,

nous obtenons facilement ld ∼ F (d).
La forme exacte de F (x) peut être obtenue en utilisant la transformée de Mellin (voir [12]). La transformée
de Mellin de F (x) est :

F ∗(s) = − Γ(s)
1− 2s

,

avec le contour fondamental < −1, 0 >. Par ailleurs, nous avons :

Γ(s) =
e−γs

s

∞∏
k=1

(
1 +

s

k

)−1

es/k.

Donc F ∗(s) est méromorphe, admet un pôle double en s = 0 et des pôles imaginaires en s = χk = 2ikπ
log 2 ,

pour tout k ∈ Z \ {0}. Il en résulte le développement suivant de F ∗(s) dans le contour < −1/2, 2 > :

F ∗(s) =
1

log 2
1
s2
−

γ + 1
2 log 2

s log 2
+

1
log 2

∑
k∈Z\{0}

Γ (χk)
s− χk

.

D’où :

F (x) =
log x

log 2
+

1
2

+
γ

log 2
+ Q (log2(x)) + O

(
x−2

)
,

où Q (u) = − 1
log 2

∑
k∈Z\{0} Γ (χk) e−2ikπu. Ce qui termine la preuve.

Nous avons alors le corollaire :

Corollaire 6. Soit v un sommet tel que d(v) = d→∞. Si c(v) est la couleur de v, alors c(v) = O(d).

En outre, nous obtenons la distribution de probabilité de la v.a. Ld :

Lemme 6. Soit d ≥ 1, nous avons :

• Pr (Ld = 0) = 0, et

• Pr (Ld = k) =
(
1− 1

2k

)d − (1− 1
2k−1

)d
, si k ≥ 1.

Ce qui permet de calculer le premier et le deuxième moment de la v.a. Ld et d’énoncer :

Lemme 7. Si on note par Var la variance, alors :

Var (Ld) =
(

1
log 2 − 1

)
log2(d) + 1

12 + π2

6(log(2))2

−P (log2(d)) + O
(

1
d2

)
,

où P (u) = Q(u)2 +
(
2u + 2γ

log(2) −
2

log(2)

)
Q(u) et Q est la série défine dans le lemme 2.

Preuve. On commence par calculer le second moment de la v.a. Ld :

E
(
L2

d

)
=

∑
k≥0 k2Pr (Ld = k)

=
∑

k≥1 k2
[(

1− 1
2k

)d − (1− 1
2k−1

)d]
=

∑
k≥0(2k + 1)

(
1−

(
1− 1

2k

)d)
.

En utilisant la même approximation exponentielle que pour le lemme précédent, nous avons E
(
L2

d

)
= G(d)

où :
G(x) =

∑
k≥0

(2k + 1)
(
1− e−x/2k

)
.
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La transformée de Mellin de G est donnée par :

G∗(s) =
∫∞
0

xs−1G(x)dx

=
∑
k≥0

(2k + 1)
∫∞
0

xs−1
(
1− e−x/2k

)
dx

= −Γ(s)
∑
k≥0

(2k + 1)2ks

= −Γ(s) 2s+1
(1−2s)2 ,

avec comme contour fondamental 〈−1, 0〉.
Donc, la fonction G∗(s) est méromorphe en 0 et admet un pôle d’ordre 3 en s = 0 ainsi que des pôles
imaginaires en s = χk = 2ikπ

log 2 , pour tout k ∈ Z \ {0}. Finalement :

G∗(s) = − 2
(log 2)2

1
s3 +

(
1

log 2 + 2γ
(log 2)2

)
1
s2

−
(

1
3 + γ

log 2 + π2

6(log 2)2 + γ2

(log 2)2

)
1
s + 2

(log 2)2

∑
k∈Z\{0}

Γ(χk)
(s−χk)2 .

Donc, en utilisant le “reverse mapping theorem” de [12], il vient :

G(x) = (log2 x)2 +
(
1 + 2γ

log 2

)
log2 x

+ 1
3 + γ

log 2 + π2

6(log 2)2 +
(

γ
log 2

)2

+ ∆
(

log x
log 2

)
+ O

(
1
x2

)
,

où ∆ (u) = − 2
(log 2)2

∑
k∈Z\{0} Γ (χk) e−2ikπu.

Nous obtenons la valeur du second moment :

E
(
L2

d

)
= (log2 d)2 +

(
1 + 2γ

log 2

)
log2 d

+ 1
3 + γ

log 2 + π2

6(log 2)2 +
(

γ
log 2

)2

+ ∆
(

log d
log 2

)
+ O

(
1
d2

)
.

D’où
Var (Ld) = E

(
L2

d

)
− E (Ld)

2

=
(

1
log 2 − 1

)
log2 d + 1

12 + π2

6(log 2)2

−P (log2 d) + O
(

1
d2

)
,

où P (u) = Q(u)2 +
(
2u + 2γ

log 2 −
2

log 2

)
Q(u).

Ce qui prouve le lemme.
Nous avons alors :

Proposition 3. Le ratio entre Ld et log2 d tend en probabilité vers 1 quand d tend vers∞.

Preuve. Soit la v.a. Rd = Ld

log2 d . Nous avons :

E (Rd) = 1 +
(

1
2

+
γ

log 2

)
/ log2 d +

1
log2 d

(
Q (log2 d)−O

(
1
d2

))
,

et
Var (Rd) = Var (Ld) /(log2 d)2

=
(

1
log 2 − 1

)
/ log2 d +

(
1
12 + π2

6(log 2)2

)
/(log2 d)2

− 1
(log d)2 P (log2 d) + O

(
1
d2

)
.

En utilisant l’inégalité de Tchebychev nous obtenons :

∀ε > 0, Pr (| Rd − 1 |> ε) <
Var (Rd)

ε2
→ 0 quand d→∞,

ce qui termine la preuve.
On a alors un résultat plus précis que le corollaire 4 :

Corollaire 7. Soit v un sommet et supposons que son degré d tend vers l’infini et soit c(v) sa couleur. Avec
grande probabilité 1− o(1/n2), c(v) = O(d).
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3.4 Cas particuliers
Cette section étudie les valeurs des différents paramètres introduits plus haut dans les cas particuliers suiv-
ants : les cycles, les graphes aléatoires et les graphes complets.

3.4.1 Les cycles
Soit G = (V,E) un cycle de taille n ≥ 3. Soit v ∈ V un sommet quelconque. Un calcul simple donne :

Lemme 8. E (Lv) = 8
3 .

Pour la complexité globale de l’algorithme, soit T la v.a. qui représente le temps nécessaire pour colorier
tous les sommets du cycle G, c’est-à-dire, le nombre de rounds. Si n est impair, alors il faut au moins un
round pour colorier tous les sommets de G. Donc Pr (T > 1) = 1. Sinon, c’est-à-dire, si n est pair, il est
facile de voir que Pr (T > 1) = 1− 1

2n−1 .
Plus généralement, en utilisant le principe d’inclusion-exclusion, [1], pour tout k ≥ 2 :

Pr (T > k) =
n−1∑
i=1

(−1)i+1
(
n
i

) (
1
2i

)k + (−1)n+1
(

1
2n−1

)k
= 1−

(
1− 1

2k

)n + (−1)n+1
((

1
2n−1

)k − ( 1
2n

)k)
.

Donc, avec k = 2 log2 n, nous obtenons :

Pr (T > k) ∼ 1− e−1/n → 0 lorsque n→∞.

Par ailleurs, étant donné que E (T ) =
∑

k≥1 Pr (T > k), nous avons :

E (T ) = Pr (T > 1) + Pr (T > 2)
+
∑
k≥3

[
1−

(
1− 1

2k

)n + (−1)n+1
((

1
2n−1

)k − ( 1
2n

)k)]
.

En utilisant les mêmes arguments que dans la section 3.3.2, nous avons :

E (T ) = log2 n +
5
2

+
γ

log 2
+ Q (log2(n)) + O

(
n−2

)
.

Nous en déduisons alors :

Lemme 9. Soit T le nombre de rounds nécessaires pour colorier tous les sommets d’un cycle de taille
n ≥ 3.

• L’espérance de T est asymptotiquement égale à log2 n + 5
2 + γ

log 2 ,

• elle est inférieure à 2 log2 n avec forte probabilité.

On peut également calculer la distribution de la v.a. T :

Lemme 10. Soit G = (V,E) un cycle de taille n ≥ 3 et T la v.a. définie ci-dessus. Alors

• Pr (T = 0) = 0,

• Si n est impaire, alors :

– Pr (T = 1) = 0,
– Pr (T = 2) = 3n−3

4n .

• Si n est pair, alors :

– Pr (T = 1) = 1
2n−1 ,

– Pr (T = 2) = 3n+3
4n − 1

2n−1 .

et, pour tout k > 2 :

Pr (T = k) =
(
1− 1

2k

)n − (1− 1
2k−1

)n
+(−1)n+1

((
1

2n−1

)k−1 −
(

1
2n

)k−1 −
(

1
2n−1

)k +
(

1
2n

)k)
.

Par un raisonnement similaire à celui de la preuve de la proposition 3, il vient :

Proposition 4. Le rapport entre T et log2 n tend vers 1 en probabilité quand n→∞.
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3.4.2 Graphes aléatoires
Un graphe aléatoire est un graphe obtenu en commençant par un ensemble de n sommets et en ajoutant,
de manière aléatoire, des arêtes entre ces sommets. Différents modèles de graphes aléatoires produisent
différentes distributions de probabilité sur les graphes. Le modèle le plus étudié est le modèle Gn,p :
chaque arête est rajoutée (indépendamment des autres) avec probabilité p (et n’est donc pas ajoutée avec
probabilité q = 1− p).
Soit Gn,p = (V,E) un graphe aléatoire et soit v un sommet quelconque. Conditionné par d(v) = k ≥ 0,
on a :

E (Lv | d(v) = k) =
∑
i≥0

(
1−

(
1− 1

2i

)k
)

.

Or Pr (d(v) = k) =
(
n−1

k

)
pkqn−1−k, donc

E (Lv) =
n−1∑
k=0

(n− 1
k

)
pkqn−1−k

∑
i≥0

(
1−

(
1− 1

2i

)k
) .

Ce qui permet d’obtenir :

E (Lv) =
∑
i≥0

(
1−

(
1− p

2i

)k
)

.

Donc, en utilisant le même raisonnement que dans la section 3.3.2 :

Proposition 5.

E (Lv) = F ((n− 1)p)
= log2 ((n− 1)p) + 1

2 + γ
log 2 + Q (log2((n− 1)p)) + O

(
(np)−2

)
.

Remarque 2. Pour p = α log n
n , avec α > 1, c’est-à-dire, avec forte probabilité, G est connexe, alors :

E (Lv) = log2 (log(n)) + log2 α +
1
2

+
γ

log 2
+ Q (log2 (α log(n))) + O

(
1

(log n)2

)
.

3.4.3 Graphes complets
Si G = (V,E) est un graphe complet, alors on peut voir que G = Gn,1. Donc, pour la complexité locale,
nous avons pour tout sommet v ∈ V , E (Lv) = log2(n− 1) + 1

2 + γ
log 2 + Q (log2(n− 1)) + O

(
n−2

)
.

Pour étudier la complexité globale, on peut observer que le cas étudié correspond au problème bien connu
du calcul de l’espérance mathématique de la hauteur d’un trie, [10].
Un trie est une structure de données utilisée pour construire des dictionnaires d’ensembles de mots produits
par une source. Dans notre cas, le trie est construit comme suit : à chaque phase, chaque sommet génère un
bit 0 ou 1. Les sommets ayant généré 0 sont regroupés dans un nouveau sommet du trie et ceux ayant généré
1 sont regroupés dans un autre sommet. Le processus est alors répété sur les nouveaux sommets jusqu’à ce
que les sommets deviennent des singletons. Il est donc facile d’observer que l’espérance mathématique de
la hauteur du trie ainsi construit est la complexité globale de notre algorithme.

Remarque 3. Clément et al., dans [10], ont étudié ce paramètre hn (hauteur d’un trie de taille n) dans un
contexte plus général : l’alphabet peut contenir plus que deux symboles et chaque symbole si est généré
avec probabilité pi. Dans notre cas particulier, s1 = 0, s2 = 1 et p1 = p2 = 1/2, ainsi :

E (hn) ∼ 2 log2 n.

De plus, ils ont montré que hn a une distribution asymptotique doublement exponentielle. Il est alors possi-
ble de déduire le premier point du corollaire 4 de leur résultat puisque la complexité globale de l’algorithme
de coloriage dans tout graphe est majorée par le temps nécessaire au coloriage d’un graphe complet dans
notre algorithme.
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3.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme simple et efficace pour colorier un graphe de taille n.
Les sommets du graphe échangent des messages de taille 1 bit. Nous avons montré que la complexité de
l’algorithme est en moyenne O (log n) et avec forte probabilité égale à O (log n).
Notre algorithme est donc optimal en bit complexité puisqu’il n’utilise que des messages de taille 1 bit.
Cependant, le nombre de couleurs utilisé par l’algorithme reste trop grand comparé à l’algorithme de Jo-
hanson [15]. Il serait, par conséquent intéressant d’étudier la possibilité de réduire, de manière significative,
le nombre de couleurs utilisées.
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